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1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 4). «Aplicar los conceptos de superficies
cuadricas y curvas en coordenadas polares y cartesianas, asi como sus res-
pectivas ecuaciones, para visualizarlos graficamente empleando software.»

Contenido de esta parte. 4.2 Curvas en el espacio: ecuaciones vectorial y
paramétricas. Representacion grafica empleando software.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema en cada uno de los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010: intervalo paramétrico y extension en 6,
ecuaciones cartesianas e identificacién en 7, bosquejo en 4; en 8 de los 9 la curva
esta en un plano paralelo a uno coordenado. En los finales de Calculo y Geometria
Analitica (Plan 2016) salié una vez.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta parte.

= Ruta corta:

1. Lee las secciones 4B.1.3 y 4B.1.4 (20 min): identidades y conicas en paramétricas.

2. Aprende el procedimiento 4B.3.2 (eliminar el parametro e identificar) y sigue el
ejemplo 4B.4 tapando la resolucion.

3. Resuelve los ejercicios 4B.5.1, 4B.5.2 y 4B.5.6 con cronémetro: 15 min cada uno,
con bosquejo.

4. El intervalo paramétrico y la extension sirven para saber qué arco de la conica
recorren las paramétricas, es decir, para la representacién grafica que pide el
programa.

4B.1 Conceptos y expresiones
4B.1.1 Ecuacién vectorial y ecuaciones paramétricas

Una curva C en el espacio se describe con un parametro ¢ (o 0): a cada valor del parametro
le corresponde un punto P(x, y,z) de la curva. En forma vectorial,

C: p(t) = (x(@), y@), z@)) = x@) 1+ y(t) ] + 2(t) k,

=> e . ’ . .
donde p es el vector de posicion del punto. Las ecuaciones paramétricas son las mismas
tres funciones escritas por separado:

x = x(t)
C: yy=y®
z=2z()

Pasar de una forma a la otra es solo reescribir: las componentes del vector son las para-
métricas. Una misma curva admite muchas parametrizaciones distintas.
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Resultado: L: x = 2s, y = 2s, z=s (cortaa M en F(4, 4, 2)).

Ejercicio 3.5.16 - Plano en paramétricas, recta en forma general y recta perpendi-
cular

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 2.

Sean el plano 7 y la recta L dados por

x=1+r 10
x+y—z—?:0

I =2-r L:
Y Y 2x=3y—2z=0

z=2r+s
a) Determine el angulo entre 7 y L. b) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de la recta R
perpendicular a & que contiene al punto C, interseccion de  con L.
Resolucion.
1. Plano: vectores (1,—1,2) y (0,0,1); 7 = (1,—1,2) x(0,0,1) = (—1,—1,0), 0 (1, 1,0). Por
(1,2,0):r: x+y—3=0.
2. Recta:ii = (1,1,-1) x (2,-3,-2) = (=2 — 3, =2 + 2, =3 — 2) = (=5,0,-5), 0 (1,0, 1).

[1+0+0 1 .
3. a)seng = ———— = —: ¢ = 30".
V242 2
4. Punto C: con x +y = 3 en la primera ecuacién de L,3 —z = %,z:—%;en la segunda,
—_2. —3.y=4% ,_-3 541
2x =3y = 3,conx-|~y—3.y—S,x—S.C(S,S, 3).
5. b) R tiene direccién 71 = (1,1,0): x — % =y- %; z=—z
Resultado: ¢ = 30°; R : x—%zy—%, z:—%.

Ejercicio 3.5.17 - Rectas y plano en un prisma
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 4.

En el paralelepipedo recto de la figura, la base ABFE es un cuadrado de lado 2 en el plano
z = 0, sus caras son paralelas a los planos coordenados y la altura es el doble del lado de
la base. Determine: a) una ecuacion vectorial de la recta L; que contiene a los vértices A y
G; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, que contiene a F y a D; c) la ecuacién
cartesiana del plano 7 que contiene a A, Fy C.
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8. Cuadrante de 6 al pasar a polares. tanf = % da dos angulos; el correcto es el del
cuadrante del punto.
9. Cartesiana con r suelta. x> + y? — 2y = r atn no es cartesiana: se eleva al cuadrado

conr? = x? + 32,

4A.8 Formulario de emergencia de la unidad

w (r,0) = (r,0 +360°k) = (—r,0 + 180° + 360°k); el polo es (0, 8) para todo 6.

= x=rcosf, y=rsenb, rr=x24 y2, tanf = % (en el cuadrante del punto).

= Simétrico de (r, 0): eje polar (r, —0); recta a 90° (r, 180° — 0); polo (r,0 + 180°) = (—r,6).

= Pruebas de simetria: eje polar 6 — —0 o (—r,180° — 0); recta a 90° & — 180° — 0 o
(—r,—6); polo r — —r o 0 + 180°. Suficientes, no necesarias.

= r = acos0: circunferencia de centro (% 0); r = asen0: centro (0, %); radio %.

= r =a=+bcosb (o sen): cardioide si a = b, caracol con lazo sia < b.

= r = asennf, acosnb: n pétalos (n impar) o 2n (n par), de longitud |al.

w 1% = +a? cos 20, r? = a® sen 20: lemniscata; existe donde el lado derecho es > 0.

°P L. foco en el polo; e < 1 elipse, e = 1 parabola, e > 1 hipérbola.

[] = :
1+ecosf = 1xesenf

4A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Nombra la curva en el primer renglén (cardioide, caracol, rosa, lemniscata, circunfe-
rencia o conica): eso ya dice su forma y su simetria.

. Simetria: prueba 1, prueba 2 y, si las dos fallan, un contraejemplo con un punto notable.

. Intersecciones: los dos angulos de cada eje, el polo con r = 0, y revisa puntos repetidos.

. Tabla con 4 o 5 angulos notables y los puntos mas alejados del polo (Jr| maximo).

. Bosquejo sobre una rejilla polar, con los puntos calculados marcados y escritos.

6. Sipiden la cartesiana, multiplica por r, sustituye y completa cuadrados.

1o WD

Si el tiempo no alcanza, el nombre de la curva, sus intersecciones con los ejes y un bosquejo
con tres puntos ya valen la mayor parte del problema.

4A.10 Con la computadora

El programa revisa el caracol r = 1 + 2 sen 6 del ejercicio 4A.5.3: sustituye x = r cos0,
y =rsen0 en la ecuacion cartesiana que se obtuvo, busca donde pasa por el polo (r = 0;
sympy da los angulos en (—180°,180°]: —30° es 330°) y comprueba la simetria respecto a
la recta a 90°. Para el bosquejo, sympy.plotting.plot_polar(r, (t, 0, 2+*pi))
dibuja la curva si esta instalada matplotlib. El programa usa la biblioteca sympy de Python,
que hace algebra exacta (fracciones, radicales, ): se instala con pip install sympyy
el codigo se copia tal cual.

Con la computadora
from sympy import symbols, sin, cos, simplify, solve, pi

symbols("theta", real=True)
1 + 2*sin(t)
y = rxcos(t), r*sin(t)
artesiana: (x? + y? - 2y)? = x2 + y?

t
r # caracol con lazo
X,

# c
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Ejercicio propuesto 3.6.4
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 3.

El vector normal N del plano 7 es perpendicular al vector v = (3, 5, 8). Ademas, 7 contiene

. 2=2x _ yt5
alarectal: - =
Resultado: 7 : 29x 4+ 5y — 14z —4 = 0.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 145.

= z. Determine una ecuacion cartesiana de 7.

Ejercicio propuesto 3.6.5

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 3.
x+3y—2=0

z=17
interseccion de la recta con el plano.

Sean la recta L : y el plano 7 : — 2x — 6y + 6z = 38. Determine la

Resultado: la recta esta contenida en el plano: la interseccién es toda la recta, x =
2+3t, y=-t, z=17.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 3.6.6

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 5.

Seanlasrectas M : x =3—2ty;, y= -1+, z=2tyyyN: x=—-1—ty, y = —3+ty, 2=
—4 + 2ty, y el plano 7 : 5x — y 4+ 2z — 2 = 0. Determine la ecuacion cartesiana del plano
s, paralelo a 7 que contiene al punto A, interseccion de las rectas M y N.

Resultado: A(—9,5,12); 71y : 5x —y + 2z + 26 = 0.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 3.6.7

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 6.

Determine la distancia entre los planos 77y : 2x + y+4z = 16y my: x = 4r —4s, y =
8s, z=2-—2r.
Resultado: d = 82—\?.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 3.6.8

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo A, problema 6.

Los puntos A(—1,1,1) y B(1,—2,0) pertenecen al plano 7, que contiene al origen. Deter-
mine: a) una ecuacién vectorial y la ecuacién cartesiana de 7; b) la distancia del punto

C(3,0,—1) a ; c) las ecuaciones en forma simétrica de la recta L perpendicular a 7 que
contiene a C.

Resultado: p = r(—1,1,1) +s(1,-2,0), 7: 2x+y+z=0;d =

— Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

56, ¢ . x=3 _ . _
T,L. 3 —y—Z+1.
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6. b) Area: T tiene vértices (0,—3), (0,—9) y (—3,0). La base V;V; esta sobre el eje y y
mide 6; la altura es la distancia de (-3, 0) al eje y, 3:

A= %(6)(3) —9.

7. ¢) Bosquejo: ramas de la hipérbola con vértices (0,—3) y (0,—9) y asintotas y =

A

-6+ ?3)(; la circunferencia es tangente al eje y en el polo.

y
cl 7 . N AN
/
! (-3,0) \
X
//
Vi(0.-3)= G, 270
V,(0,-9) = (<9, 90°)

2
Resultado: a) H : o ;6) - ;r_; =
A = 9 unidades de area.

1(x* =3y =36y —81=10);C: (x+3)2+y*=9;b)

4A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4A.

Ejercicio propuesto 4A.6.1
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 1.
Sean las curvas C; : r=2senfyCy: r? = 4cos26. a) De la curva C;, determine unas

coordenadas polares de los puntos de interseccion con la recta a 90°. b) Identifique la
curva C,, dé coordenadas polares de tres puntos de ella y bosqueje su grafica.

Resultado: a) El polo y (2, 90°). b) Lemniscata con lazos sobre el eje polar; por ejemplo
(2,0, (2,180°), (v/2,30°).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.
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Resultado: P(—1,3,2); 0(1,2,0) 0 Q(-3,4,4).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 3.6.14
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 6.

Seanlasrectas L: 3 = %18 =2-zyR: @ = yTJrg; z = —5. Obtenga: a) la distancia
entre Ly R; b) el coseno del angulo entre Ly R.
144205

Resultado: d = 6; cos0 = 205

— Resolucion en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 3.6.15
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 6.

Sealarecta L: 218

=y —8; z = 6. Obtenga las coordenadas del punto B de L que se
encuentra a 3 unidades del punto Q(—1, 3, 4).
Resultado: B(0,5,6) o B(—3,4,6).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 3.6.16

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 6.

Determine una ecuacién cartesiana de un plano que es perpendicular a la recta L : 7 =
(-1,8,1) +t(3,—2,6) y cuya distancia al origen es 7.

Resultado: 3x — 2y + 62 —49 =0 (0 3x — 2y + 62+ 49 = 0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.

3.7 Errores frecuentes
2=y 2x—4
1 8

. Leer mal la forma simétrica. En 4 — x, % o
. . . .z X—X
directo: primero se deja cada fraccién como - g,

el punto y el vector no se leen

2. Coseno en el angulo recta—plano. El angulo entre 4 y 71 es el complemento del que
se pide; con U y 71 va seno.

3. Confundir las condiciones recta—plano. Recta paralela al plano: 4 - 77 = 0; perpendi-
cular: 4 || 7. Es al revés que entre dos rectas.

4. Plano por dos rectas paralelas con #; x i,. Ese producto es 0; el segundo vector es
P,P,.

5. Plano por dos rectas que se cruzan. No existe: antes de calcular el plano se revisa
con el producto mixto que las rectas sean coplanares.

6. Mismo parametro en las dos rectas. Al igualar paramétricas, cada recta lleva su
parametro (¢t y A); con el mismo se «pierde» la interseccion.

. . D,-D,| . .
7. Distancia entre planos que no son paralelos. % exige el mismo vector normal

en las dos ecuaciones; si no son paralelos, se cortan y d = 0 (propuesto 3.6.12).
8. Una sola solucién con valor absoluto. «El conjunto de valores» de un parametro o
«un punto a distancia k» casi siempre tiene dos respuestas.
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(3,90%)

eje polar

[ ]
E'(1++2,225°)

Resultado: a) tres intersecciones: (1,0°), (1,180°) y el polo; b) E’ (1 +42, 225"); c)
(xz + y2 - Zy)2 =x%+ yz.

Ejercicio 4A.5.4 - Lemniscata: simetria y puntos mas alejados del polo

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 1.

Sea la curva C de ecuacién polar r? = 4 sen 26. a) Determine si C es simétrica respecto al
eje polar. b) Obtenga unas coordenadas polares de los puntos de la curva mas alejados del
polo. c¢) Bosqueje la grafica de C.

Resolucién.

1. Nombre y donde existe: lemniscata (+? = a? sen 26, a = 2); sen 20 > 0 para 0° < 6 <
90° y 180° < 6 < 270°.

2. a) Prueba 1 (9 - —0): r? = —4 sen 20. Cambia.

3. a) Prueba 2 (r » —r, 8 — 180° — 0): r> = 4sen(360° — 20) = —4 sen 20. Cambia. Las
pruebas no deciden.

4. a) Contraejemplo: (2,45°) estd en C (4 = 4sen90°). Su simétrico es (2,—45):
4sen(—90°) = —4 = 4. Las demas representaciones cambian 26 en multiplos de 360° y
r solo de signo, y r? no cambia: ninguna cumple. No es simétrica respecto al eje polar.

5. b) Maximo: r® = 4sen26 < 4, con igualdad si sen 20 = 1: 20 = 90° o 450°, es decir,
0 = 45° 0 225°, con |r| = 2.

6. ¢) Tabla: 0 = 0°,15°,45°,75°,90° dan r = 0,4/2,2,4/2,0 (> = 4sen30° = 2 en 15°).
Como r — —r no cambia la ecuacion, es simétrica respecto al polo: el lazo del tercer
cuadrante es el reflejo del primero.
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Con la computadora

from sympy import Matrix, symbols, sqrt, Abs

y, z = symbols("x y z")

Matrix([1, 0, 2])

Matrix([2, 1, 0])

Matrix ([0, 3, 1])

n = (Q - P).cross(R - P) # normal al plano PQR
plano = n.dot(Matrix([x, y, z]) - P).expand()
print(n.T, plano, "= 0")

d = Abs(plano.subs({x: 0, y: 0, z: 0})) / n.norm()
print("distancia del origen:", d)

assert n == Matrix([5, 3, 4])

assert plano == 5*x + 3%y + 4%z - 13

assert d == 13*sqrt(2)/10

X,
P
Q
R
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5. b) Contraejemplo: (2,30°) esta en la curva (2 sen 90° = 2). Su simétrico respecto al
eje polar es (2,—30°) = (2,330°). Con 0 = 330°: 2sen 990° = 2sen 270° = —2 # 2. Con
la otra representacion, (—2, 150°): 2 sen 450° = 2 = —2. Sumar 360° a 6 suma 1080° a 30
y no cambia nada. El simétrico no esta en la curva.

6. c) Tabla (primer pétalo): 6 = 0°,15°,30°,45°,60° dan r = 0, V2,2,4/2,0. Para 60° < 0 <
120°, r < 0: ese pétalo se dibuja centrado en 270°. El tercero esta centrado en 150°. Con
la prueba 1 para la recta a 90° (@ — 180° —0): 2 sen(540° —36) = 2 sen 30; si es simétrica
respecto a ella.

recta a 90°

(2,150°) (2,30°)

polo

eje polar

(2,270%) = (=2,90°)

Resultado: a) el polo y (2, 270°) (equivalente a (—2,90°)); b) no es simétrica respecto al
eje polar (si respecto a la recta a 90°); c) rosa de 3 pétalos de longitud 2.

Ejercicio 4A.5.2 - Cardioide: simetria e intersecciones con la recta a 90 grados

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 1.

Seala curva C; : r = 2(1 — cos6). a) Determine si C; es simétrica respecto al eje polar. b)

Determine el nimero de intersecciones de C; con larecta a 90° y obtenga unas coordenadas

polares de esos puntos. c) Bosqueje la grafica de C;.

Resolucion.

1. a) Prueba 1 (0 - —0):r = 2(1 - COS(—H)) = 2(1 — cos0). No cambia: es simétrica
respecto al eje polar.

2. b) Sustitucion: 0 = 90° : r = 2(1—0) = 2; 6 = 270° : r = 2. Puntos (2,90%) y (2,270°),
distintos.

3. b)Polo:r =0 < cosf =1 < 6 =0".Elpolo es un tercer punto. Como r > 0
siempre, no hay mas.

4. c¢) Nombre y tabla: r = a — bcos6 con a = b = 2: cardioide. 6 = 0°,60°,90°,120°, 180°
danr =0,1,2,3,4. La punta esté en el polo y el punto més alejado es (4, 180°); la mitad
de abajo es el reflejo de la de arriba.
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= r = asen0: circunferencia por el polo de centro (0, g) y radio % (x? +y% = ay).
Con a < 0 el centro queda del otro lado: r = —6cos0 tiene centro (—3,0). Las dos
circunferencias se recorren completas con 0° < 6 < 180°.

(3,09

eje polar

r =3cosf

4A.1.2 Cardioides y caracoles

r=azxbcosfyr=azxbsend, cona,b>0,son caracoles (limazones):

= a = b: cardioide, con punta (ctspide) en el polo. r = a(1 + cos 0) tiene la punta hacia la
izquierda y su punto mas alejado es (2a,0°) (figura del ejemplo 4A.4).

= a < b: caracol con lazo interior; pasa por el polo cuando cos6 = TL% (osenf = TL% .

= a > b: caracol sin lazo, que no pasa por el polo.

Con cos 0 son simétricos respecto al eje polar; con sen 8, respecto a la recta a 90°. El signo
+ decide hacia qué lado se abren: r = a + bsen 6 se alarga hacia arriba (r = a + b en 90°).

4A.1.3 Rosas

r=asennfyr = acosnf (n> 2 entero) son rosas de pétalos de longitud |al:

= nimpar: n pétalos, y la curva se recorre completa con 0° < 6 < 180°;

= n par: 2n pétalos, con 0° < 6 < 360°.

Los pétalos estan separados por angulos iguales. Con cos nfl un pétalo esta centrado en
el eje polar (6 = 0°); con senn#, el primero esta centrado en 6 = 2 Los extremos de

los pétalos son las soluciones de | sennf| = 1 (o | cosnf| = 1) y la curva pasa por el polo
donde sennf = 0 (o cosnf = 0).
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3. a) Bosquejo: con 0 = 60°,r = 3. La curva sale de (4,0°), sube por (3,60°) y (2, 90°),
llega al polo en 180° y la mitad de abajo es el reflejo.

(3,60°)
(2,90%)

(4,09
(0,180%) eje polar

(2,270%)

4. b) Nombre: r = asennf con n = 3 impar: rosa de 3 pétalos de longitud 4.
5. b) Puntos: los extremos de los pétalos, donde | sen 36| = 1:
0=30": r=4sen90° = 4; 0 =150°: r =4sen450° = 4;
0=90": r=4sen270° = —4.
El tercero es (—4,90°) = (4, 270°). Puntos: (4,30°), (4, 150°), (4,270°).
6. b) Bosquejo: la curva pasa por el polo en 0°, 60°, 120° y 180° (sen 36 = 0); entre

ellos traza un pétalo. Los pétalos estan centrados en 30°, 150° y 270°, separados
120°.

(4,150°) (4,30°)

eje polar

(4,270%)

2:

7. ¢) Nombre: r? = —9 cos 26, de la forma r? = —a® cos 26 con a = 3: lemniscata

con los lazos sobre la recta a 90°.
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Simetria respecto a Prueba 1 Prueba 2

polo r— —r 0 — 6+ 180°

Si alguna de las dos pruebas deja la ecuacion igual (o equivalente), la curva es simétrica.
Las pruebas son suficientes, no necesarias: si las dos fallan, todavia no se sabe. Para
concluir que no es simétrica se da un contraejemplo: un punto de la curva cuyo simétrico
no la cumple con ninguna de sus representaciones; o se pasa a cartesianas, donde la prueba
si es definitiva (y — —y para el eje polar, x — —x para la recta a 90°, las dos para el polo).
Si una curva tiene dos de las tres simetrias, tiene la tercera.

4A.1.7 Interseccion de dos curvas polares

Como un punto tiene muchas representaciones, resolver el sistema r = f(0), r = g(6) no
basta:

= se resuelve f(0) = g(0);
= se resuelve también con la otra representacion de la segunda curva, f(0) = —g(6+180°);
= el polo se revisa aparte: esta en las dos curvas si cada una tiene r = 0 para algiin 0,

aunque sean angulos distintos.

Por ejemplo, r = 1+ cos@ y r = 3cosf: de 1 + cos@ = 3cos0 sale cosf = % es decir,

(%, 60") y (%, 300°); la segunda ecuacion, 1 + cos 6 = —3 cos(f + 180°), es la misma que la
primera porque —3 cos(0 + 180°) = 3 cos 6: no da puntos nuevos. Ademas, la primera pasa
por el polo en 180° y la segunda en 90°: el polo es el tercer punto de interseccion.

4A.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«el simétrico de E respecto al polo», representaciones y 4A3.1
«unas coordenadas polares de» un punto  simétricos

«obtener una ecuacion cartesiana» conversion 4A.3.2
«identificar», «dar el nombre» catalogo 4A.3.3
«determinar si es simétrica respecto al eje  pruebas o contracjemplo  4A.3.4
polar, al polo o a la recta a 90°»

«intersecciones con el eje polar» o «conla  sustitucién y polo 4A35
recta a 90°», «nimero de intersecciones»

«coordenadas de tres puntos», «puntos tabla, méaximo de |r| 4A.3.6
mas alejados del polo»

«bosquejar su grafica» bosquejo 4A.3.7
r= cid];eng o con cos 0; «vértices», «area  cdnica en polares 4A.3.8
del triangulo»

dos curvas y «sus puntos de interseccion»  interseccion de curvas 4A.3.9
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Resolucién. assert simplify((x**2 + y**2 - 2%y)*%2 - (X*%2 + y**2)) ==
# polo: r = 0

1. Ejes: el enunciado no da coordenadas; se elige el origen en E, con los ejes sobre EA,
polo = solve(r, t)

EF y EH (figura). Entonces A(2,0,0), B(2,2,0), F(0,2,0), D(2,0,4), C(2,2,4), G(0, 2, 4), print([p * 180 / pi for p in polo])
H(0,0,4). Con otra eleccién los numeros cambian, pero no el procedimiento. # simetria respecto a la recta a 90°: t - 180° - t
assert simplify(r.subs(t, pi - t) - r) == 0

2. a) AG = (-2,2,4),0 (-1,1,2): L : p=(2,0,0) +#(—1,1,2).

3. b)FD = (2,-2,4),0(1,-1,2): Ly: x =5, y=2—s5, z = 2s.

4. ¢) AF = (-2,2,0), AC = (0,2,4); AF x AC = (8,8,—4), 0 (2,2,—1). Por A: 2(x — 2) +
2y —z = 0. Comprobacioncon C: 4 +4—-4—-4=0.

Resultado:L; : p = (2,0,0)+t(~1,1,2);Ly: x =5, y = 2—s, z = 25; 71 : 2x+2y—2z—4 =0

(con el origen en E).

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 4.

Sea el plano 7, perpendicular al plano cartesiano XY, que contiene a larecta L: p =
t(2,1,-3), y sea el plano 7y que contiene a las rectas L; y L,, paralelas a los vectores
U =20+ k yiy = 51+4) + mk, respectivamente. Obtenga el conjunto de valores que
puede tomar m para que 7 y i, formen un angulo de 90°.

Resultado: m = % (un solo valor).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 3.6.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 4.

Sea el plano 7 que contiene a la recta L : oz yT_l =z y es perpendicular al plano
XZ. a) Obtenga una ecuacion cartesiana de 7. b) Calcule la distancia del origen a .
Resultado: 7: x —z+8=0;d = 44/2.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 3.6.3
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 4.

X _ Z
Sean larecta L: 1" _4@ y el plano 7 que contiene al punto Q(1,2,3) y es paralelo al
plano coordenado};Z . Determine el conjunto de valores de h para los cuales el angulo
entre Ly 7 es de 60°.
Resultado: 1 € {-3, 3}.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.
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Ejercicio propuesto 3.6.9

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 6.

Sean los planos 7 : 3x —y+3z2—9 =0y my: x+ fy+z+ D = 0. Determine: a) el valor
de f para que 7y y 7, sean paralelos y el valor de D para que 7, contenga al origen; b) la
distancia del origen a 7;; ¢) una ecuacioén vectorial de 7;; d) unas ecuaciones paramétricas
de la recta L perpendicular a ; que contiene al punto A(0, 0, 3).

Resultado: § = —%, D=0;d = %;79; ﬁ: (3,0,0) +r(1,3,0) +s(0,3,1); L: x=3t, y =
—t, z =3+ 3t.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 3.6.10

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo A, problema 7.

Sean los puntos A(2,1,—1) y B(-2,1,2) y el plano 7y : 2x + 3y + 4z — 8 = 0. Determine:

a) unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica de la recta L que contiene a A y es
perpendicular a 7;; b) la distancia de B a 7y; ¢) unas ecuaciones paramétricas del plano m,
que contienea By a L.

Resultado: L : XT_Z —r1_ ﬂ;¢7l = 42 Tyt X =242r—4s, y = 143r, z = —14+4r+3s.

3 1 29°
— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.
Ejercicio propuesto 3.6.11
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-2, tipo A, problema 7.
Seanlos planos 7y : x -2y +3z-1=0ym: x—y—2z+1=0.Obtenga: a) el angulo
entre 7y y 7p; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L interseccion de m; y 7.
Resultado: 90°; L: x = —3+5t, y=—2+4t, z=1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 3.6.12
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-2, tipo A, problema 6.
Sean los planos 7y : 3x+2y+z+4=0ym: x =4-3t—2r, y = 3t, z = 2r. a) Determine

la distancia entre 7m; y m,. b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la recta L que
contiene al punto P(2,3,—1) y es paralela a 7; y a 7.

Resultado: los planos no son paralelos: se cortan y su distanciaes 0; L: x =2+, y =
3—-2t, z=—-1+t.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 3.6.13
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 6.
Seanlarectal: x =1+2t, y=2—1t, z=—2tyelplanox: 2x —3y+ 2z = —7. Obtenga:

a) las coordenadas del punto P de interseccion de L y r; b) las coordenadas de un punto Q
de L que diste —_ unidades de 7.

V17
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Ejercicio propuesto 4A.6.2
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 1.

Sea la curva C de ecuacién r = 2 + 2 cos 0. a) Determine si C es simétrica respecto al eje
polar. b) Determine unas coordenadas polares de los puntos de interseccién de C con el
eje polar. ¢) Identifique a C y bosqueje su grafica en el plano polar.

Resultado: a) Si es simétrica. b) (4,0°) y el polo, (0, 180°). ¢) Cardioide con la punta en el
polo, abierta hacia la derecha hasta (4,0°).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 148.

Ejercicio propuesto 4A.6.3
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 1.

Sea la curva C de ecuacion polar r = cos 6. a) Obtenga unas coordenadas polares de cada
uno de los puntos de interseccién de C con el eje polar. b) Determine si C es simétrica
respecto al polo. ¢) Obtenga la ecuacidn cartesiana de C e identifiquela.

1

2
Resultado: a) (1,0°) y el polo. b) No es simétrica respecto al polo. c) (x - %) +y% = I

. . 1 .1
circunferencia de centro (E’ 0) y radio 7

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 148.

Ejercicio propuesto 4A.6.4

Adaptado de: Serie de ejercicios de curvas en el plano polar, ejercicio 15.

Dada la curva de ecuacién polar r = 10 + 15 sen 0, determine: a) si es simétrica respecto al
eje polar; b) todas sus intersecciones con el eje polar y con la recta 6 = %

Resultado: a) No es simétrica respecto al eje polar. b) Eje polar: (10, 0°%), (10,180°) y el
polo; recta a 90°: (25, 90°), (—5,270°) = (5,90°) y el polo.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 148.

4A.7 Errores frecuentes

1. Concluir «no es simétrica» porque la prueba falla. Las pruebas son suficientes,
no necesarias; para negar la simetria hace falta un contraejemplo (ejercicio 4A.5.1) o la
ecuacion cartesiana.

2. Olvidar el polo. Casi todas las curvas del examen pasan por él; en las intersecciones
con los ejes o entre curvas se revisa con r = 0 y se cuenta como punto.

3. Sustituir un solo angulo. El eje polar pide 8 = 0° y 180°; la recta a 90°, 90° y 270°. Y
luego hay que ver si dos resultados son el mismo punto, como (—2,90°) = (2,270°).

4. Dibujar r < 0 en la direccidn 0. El punto (—4, 90°) est4 abajo, en 270°.

5. Contar mal los pétalos. r = asennf tiene n pétalos si n es impar y 2n si es par:
r = 2 cos 20 tiene 4, no 2.

6. Lemniscata donde no existe. r> = 4 sen 26 no tiene puntos en el segundo ni en el
cuarto cuadrante; escribe el intervalo de 6 antes de la tabla.

7. Conica sin reducir el denominador. r = se divide entre c paraleere = =. Y

ol

k
c+dsenf
el vértice con r < 0 va en la direccién opuesta: (—9,90°) = (0, —9).
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9. Punto de larecta general sin comprobar. El punto obtenido con z = 0 debe satisfacer
las dos ecuaciones de los planos.

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Recta: p = py +tii - % = % = % - general: 4 = 1 x iy,

» Plano: Ax+ By +Cz+ D =0,ii=(A,B,C)- p=py+rd+sh,ii=dxb.

= Paralelas: ; x i, = 0 - perpendiculares: % - 1, = 0 (igual con normales). Recta || plano:
i-n=0;recta L plano: i x 7 = 0.

= Angulos: cosf = ||Sl"|'§|‘ (rectas o normales) - recta-plano: sen¢ = %
11142
|Axp+Byp+Czp+D| [P, Oxil|
» dQ, )= ————=——— -d(Q,L) = x=—
©n) - (n="e
w d(Ly,Ly) = [PuPy (G i) - planos paralelos: [Di=De|,
[tdy iy | I

R
= Posicion de dos rectas: 4 x iy = 0 paralelas; si no, producto mixto = 0 se cortan, # 0 se
cruzan.

—

PyQ-u

= =
uu

= Pie en una recta: t = - simétrico: Q" = 2M — Q.

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe de cada recta su punto y su vector, y de cada plano su normal, antes de cualquier
otra cosa; ordena las formas simétricas.

2. Haz un dibujo a mano alzada: qué es paralelo, qué se corta, qué distancia se pide.

3. Calcula los productos cruz con el determinante completo y comprueba el resultado
con un producto punto (debe dar 0 con cada factor).

4. Antes de un plano por dos rectas o de una distancia entre rectas o planos, decide la
posicion relativa.

5. Comprueba cada ecuacion de plano con un punto que no usaste y cada intersecciéon en
la ecuacién que no usaste.

6. Deja los resultados exactos y racionalizados; los angulos no notables, con ang cos o
ang sen.

Si el tiempo no alcanza, el punto y el vector de cada recta y la normal de cada plano, bien
escritos, ya son una parte importante del puntaje.

3.10 Con la computadora

El programa obtiene el plano que pasa por P(1,0,2), O(2,1,0) y R(0,3, 1) con el producto
vectorial ﬁ@ x PR, como en el procedimiento 3.3.2, y la distancia del origen a ese plano.
Para ver rectas y planos, el médulo sympy . plotting los dibuja si ademas esta instalada
la biblioteca matplotlib (plot3d_parametric_surface para un plano en paramétricas,
plot3d_parametric_line para una recta). El programa usa la biblioteca sympy de
Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, 7): se instala con pip install
sympy y el codigo se copia tal cual.
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(2,45%)
(V2,75°),

(V2,15%)

eje polar

(2,225%)

Resultado: a) no es simétrica respecto al eje polar (si respecto al polo); b) (2,45°) y
(2,225°) (este tltimo es (—2,45°)); c) lemniscata en los cuadrantes Iy IIL.

Ejercicio 4A.5.5 - Hipérbola en polares, circunferencia y area de un triangulo
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 1.

Sean la hipérbola H y la circunferencia C representadas por

9

H: r=—
1—2senf

y C: r=—6cosb.

a) Obtenga la ecuacién cartesiana de cada una de las curvas H y C en el plano XY.
b) Determine el area del tridngulo T formado por los vértices de H y el centro de la
circunferencia C. c) Bosqueje las curvas H y C, asi como el tridangulo T.

Resolucion.
1. Identificacién: r = 1—ees€:n9 con e = 2 > 1: hipérbola con un foco en el polo, ep = 9,
p= g, directriz y = —5 yeje focal sobre la recta a 90°.

2. a)Cartesianade H:r—2rsenf = 9 = r = 9+2y = x?+y? = (9+2y)% = 81+36y+4y*:
x? —3y% —36y — 81 =0.
3. a) Forma ordinaria: x* — 3 (y% + 12y + 36) + 108 — 81 = 0 = x* — 3(y + 6)* = —27:

(y+6)* 2 1
9 27

Centro (0,—6), a = 3, b = 34/3, ¢ = V9 + 27 = 6: focos (0,0) y (0,—12); el polo es un
foco, como debe ser.

4. a) Cartesiana de C: r> = —6rcosf = x + y* = —6x = (x + 3)> + y% = 9. Centro
(-3,0), es decir (3, 180°), y radio 3.

5. b) Vérticesde H:0 = 270° : r = 1—32 =3,V,(3,270°) = (0,-3);60 = 90" : r
V5(—9,90°) = (0, —9). Coinciden con (0, —6 * 3).

9 _——
1-2 %
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Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 4). «Aplicar los conceptos de superficies
cuadricas y curvas en coordenadas polares y cartesianas, asi como sus res-
pectivas ecuaciones, para visualizarlos graficamente empleando software.»

Contenido de esta parte. 4.1 Curvas polares: caracoles, cardioides, rosas de
n pétalos y circunferencias. Representacion grafica empleando software.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema en cada uno de los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010, siempre el problema 1. Curvas: cardioide
3, lemniscata 3, circunferencia 3, rosa 2, caracol 1 y conica en polares 1. Lo que
piden: bosquejo 7, intersecciones con el eje polar o con la recta a 90° 6, simetria 5,
ecuacion cartesiana 3, tres puntos o puntos mas alejados del polo 3.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta parte; en el examen, de 15 a 20 minutos para el
problema.

= Ruta corta:

1. Repasa las coordenadas polares de la Unidad 2 (secciones 2.1.2 a 2.1.4).

2. Lee el catalogo: secciones 4A.1.1 a 4A.1.3 (20 min); basta reconocer cada ecuacion
y saber su forma.

3. Aprende los procedimientos 4A.3.4 (simetria) y 4A.3.5 (intersecciones con los
ejes).

4. Sigue los incisos a y b del ejemplo 4A.4 tapando la resolucion.

5. Resuelve los ejercicios 4A.5.1, 4A.5.2 y 4A.5.3 con cronémetro (15 min cada uno,
con bosquejo).

6. Fuera del programa 2026: la lemniscata (seccidén 4A.1.4, inciso c del ejemplo,
ejercicio 4A.5.4, inciso b del propuesto 4A.6.1) y las cénicas en forma polar
(seccidn 4A.1.5, procedimiento 4A.3.8, ejercicio 4A.5.5). Si vas con poco tiempo,
saltalas.

4A.1 Conceptos y expresiones

Las coordenadas polares, las varias representaciones de un punto, la simetria de puntos
y las ecuaciones de transformacion estan en la Unidad 2 (secciones 2.1.1 a 2.1.4). Aqui
empieza el catalogo de curvas.

4A.1.1 Rectas y circunferencias

= O = a: recta por el polo con inclinacién a.

= rcosf =a(x =a)yrsend = b (y = b): rectas vertical y horizontal.

= r = a: circunferencia de centro en el polo y radio |al.

= r = acos@: circunferencia que pasa por el polo, de centro (g, O) en cartesianas y radio

lal

. pues r? = arcosf da x* + % = ax.
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(3,120°)
(2,90%)

(4,180°)

0,0°) eje polar

(2,270%)

Resultado: a) si es simétrica respecto al eje polar; b) tres intersecciones: el polo (0, 0°),
(2,90°) y (2,270%); ¢) cardioide que se abre hacia la izquierda.

Ejercicio 4A.5.3 - Caracol con lazo: eje polar, punto simétrico y cartesiana

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 1.

Sea la curva C de ecuacion polar r = 1 + 2 sen 6. a) Obtenga el niimero de intersecciones
de C con el eje polar y las coordenadas polares de esas intersecciones. b) Si E es el punto
de C que corresponde a 6 = 45°, obtenga las coordenadas polares del punto E’, simétrico
de E respecto al polo. c¢) Obtenga una ecuacion cartesiana de C.

Resolucion.

1.

w

Nombre:r = a+bsenf cona = 1 < b = 2: caracol con lazo interior, simétrico respecto
alarectaa90°.

. a) Sustitucion: 0 =0°: r =1;0 = 180° : r = 1. Puntos (1,0°) y (1, 180°).
.a)Polo:r =0 < senf = -1 — 0=1210°0330°".Fl polo esta en la curva.
. a) Comprobacioén: el lazo (210° < 6 < 330°, con r < 0) queda arriba del eje polar y

2

solo lo toca en el polo. Con la cartesiana del inciso ¢ y y = 0: x* = x2, x = 0, +1. Son

tres puntos.

. b)Punto E:7 =1+ 2sen45” = 1++/2; E (1 ++2,45°).
. b) Simétrico respecto al polo: se suma 180° al angulo:

E (1+ﬁ,225°), otambién E’ (—1—\/5,45“).

. ¢) Multiplicar porr:r2 =r +2rsenf = x> +y2 =r + 2y = x2 + y2 — 2y = r.
. ¢) Elevar al cuadrado:

2
(x2 +y2 - 2y) = x? +y2.
Al elevar al cuadrado se agrega r = —1 + 2senf, que es la misma curva ((r,0) —
(—r,0+180°) la convierte en r = 1+ 2 sen 6); y el polo ya estaba. La ecuacion no agrega
puntos.
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(~2,270°)

(2,180%) (2,07)

eje polar

(~2,90°)

4A.1.4 Lemniscatas

r? =a?cos20,r? = —a®cos20yrt = a

en el polo, de longitud |al.

% sen 20 son lemniscatas: dos lazos que se tocan

= Solo existen para los § que hacen el lado derecho > 0: 2 = a? cos 26 para —45° < 0 < 45°
y 135° < @ < 225° (lazos sobre el eje polar); r> = —a? cos 20, para 45° < 0 < 135° y
225° < 0 < 315° (lazos sobre la recta a 90°); r2 = a® sen 20, en los cuadrantes I y III
(lazos sobre la recta a 45°).

= Cada 0 vélido da dos valores, r = *|al,/": un punto en cada lazo.

= Como r aparece al cuadrado, las tres son simétricas respecto al polo.

4A.1.5 Cénicas en forma polar

Una cénica con un foco en el polo y excentricidad e tiene ecuacién

_ ep o ep

r=——— r=———
1+ecosf 1+tesenf’

donde p > 0 es la distancia del foco a la directriz: x = p con +cos, x = —p con — cos,
y = pcon +sen, y = —p con —sen. Es elipse si e < 1, parabola si e = 1 e hipérbola si

@), se divide entre c.

Con cos 0 el eje focal es el eje polar y los vértices salen de § = 0° y 6 = 180°; con sen el
eje focal es la recta a 90° y los vértices salen de 8 = 90° y 8 = 270°. En una hipérbola uno
de los dos valores de r es negativo: ese vértice estd en la rama que no contiene al foco.

e > 1. Si el denominador no empieza con 1 (r =

4A.1.6 Simetria de una curva

Una curva es simétrica respecto a un eje o al polo si el simétrico de cada uno de sus puntos
también esta en ella. Las pruebas usuales son sustituciones en la ecuacién:

Simetria respecto a Prueba 1 Prueba 2

eje polar 0— -0 r——r,0—180° -0
recta a 90° 60— 180° -0 r——-r,0—> -0
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8. ¢) Donde existe: —9¢c0s20 >0 < c0s20 <0 < 90° < 20 < 270°, es decir,
45° <60 < 135° (y, sumando 180°, 225° < 6 < 315°).
9. ¢) Puntos:

0=90": r®=—-9cos180° =9, r==3;

0=60": r’=—9cos120° :% r:i%.

)

Puntos: (3,90°), (=3,90°) = (3,270°) y (S\Tﬁ 60°>. En 0 = 45°, r = 0: los lazos se

tocan en el polo.

3,90°)

o3

()

eje polar

3,270%)

Resultado: a) cardioide, (4,0°), (2, 90°%), (2,270°); b) rosa de 3 pétalos, (4, 30°), (4, 150°),
(4,270°); ¢) lemniscata, (3,90°%), (3, 270°), (%E 60° ).
4A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4A.5.1 - Rosa de tres pétalos: recta a 90 grados y simetria

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 1.

Sea la curva de ecuacién polar r = 2 sen 36. a) Obtenga las coordenadas de sus puntos
de interseccion con la recta a 90°. b) Determine si es simétrica respecto al eje polar. c)
Bosqueje su grafica.

Resolucién.

1. a) Sustitucioén:

60=90": r=2sen270° = —2; 6 =270°: r =2sen810° = 2sen90° = 2.
(—2,90%) y (2,270°) son el mismo punto, (0, —2) en cartesianas.

2. a) Polo: r = 0 cuando sen 36 = 0, por ejemplo en 6 = 0°. El polo estd en la curva y en
la recta a 90°.

3. b) Prueba 1 (6 - —0): r = 2sen(—30) = —2 sen 30. Cambia.

4. b)Prueba 2 (r —» —r,0 — 180°—0): —r = 2 sen(540° —30) = 2 sen(180°—36) = 2 sen 30,
es decir, r = —2 sen 36. Cambia. Las pruebas no deciden.
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4A.3 Procedimientos

4A.3.1 Representaciones de un punto y puntos simétricos

1. Escribe el punto con la pareja dada; si viene de una curva, calcula r con su 6.

2. Aplica la regla de la seccién 2.1.3 segun el eje o el polo.

3. Si se pide «unas coordenadas», da una pareja; si conviene, da también la equivalente
conr>0y0° <60 <360°.

4A.3.2 De polar a cartesiana

1. Si hay cosf o sen@ solos, multiplica la ecuacién por r; si hay un cociente, quita el
denominador.

2. Sustituye rcosf = x, rsend = y, r? = x? + 2.

3. Si queda r sola, aislala y eleva al cuadrado: r = E = x? + y? = E2.

4. Completa cuadrados para identificar la conica (circunferencia, hipérbola...). Revisa si
el polo pertenece a la curva original.

4A.3.3 Identificar la curva

1. r = acos, r = asenf: circunferencia por el polo.

. r=a=xbcos8 o con sen@: cardioide si a = b; caracol con lazo si a < b; sin lazo sia > b.

2

3. r=asennf, r = acosnf: rosa de n pétalos (n impar) o 2n (n par).

4. r? = +a®cos 20, r> = +a® sen 20: lemniscata (si aparece r’> + 9cos20 = 0, despeja
primero r?).

d

k - e
5. r = ———: divide entre ¢ y compara con ——; e = =.
1+ecosf c

c+dcosf’
4A.3.4 Simetria

1. Aplica la prueba 1 de la tabla de la seccién 4A.1.6. Si la ecuacion no cambia, la curva es
simétrica: termina.

2. Si cambia, aplica la prueba 2. Si no cambia, es simétrica: termina.

3. Silas dos fallan, escribe que las pruebas no deciden. Toma un punto notable de la curva
(el extremo de un pétalo, el punto mas alejado), calcula su simétrico y comprueba que

ninguna representacion, (r’,0” + 360°k) ni (—r’,0” + 180° + 360°k), cumple la ecuacion.

Entonces no es simétrica.

4A.3.5 Intersecciones con el eje polar y la recta a 90 grados

1. Eje polar: sustituye § = 0° y § = 180°. Recta a 90°: sustituye 8 = 90° y 8 = 270°.

2. Escribe cada punto; sir < 0, da también su representacion con r > 0 y revisa si dos
resultados son el mismo punto.

3. Polo: resuelve r = 0. Si tiene solucidn, el polo esta en la curva y en las dos rectas.

4. Sila curva tiene puntos con r < 0 (lazos), comprueba en cartesianas: y = 0 (eje polar)
0 x = 0 (recta a 90°) en la ecuacidn cartesiana da todas las intersecciones.

4A.3.6 Tabla de valores y puntos mas alejados del polo

1. Evalta r en angulos notables (0°, 30°, 45°, 60°, 90°, ...); en rosas y lemniscatas, en los
que hacen notable a nf o a 26.
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. Puntos mas alejados: maximiza |r| (o 2): ocurre donde el seno o el coseno vale +1.

Escribe todos los 6 en [0°,360°) y los puntos que dan.

. Para «tres puntos», escoge puntos notables: extremos de pétalos o lazos, intersecciones

con los ejes.

4A.3.7 Bosquejo

1.

5.

Dibuja una rejilla polar ligera: circunferencias y rayos cada 30° o 45°.

2. Marca los puntos de la tabla, las intersecciones con los ejes y el polo si pertenece.
3.
4. Une los puntos en el orden en que crece 6; con r < 0, el punto va en la direccién

Usa las simetrias para dibujar solo una parte y reflejarla.

0+ 180°.
Escribe el nombre de la curva y las coordenadas de los puntos marcados.

4A.3.8 Conica en forma polar

1.

2

4.

Escribe la ecuacion con denominador 1 + e cos 8 (o sen6) y lee e: identifica la conica.

. Vértices: evalia r en los dos angulos del eje focal y convierte a cartesianas (uno puede

salir con r < 0).

. Cartesiana: r(1 + esenf) = ep = r = ep F ey = x° + y* = (ep ¥ ey)?; completa

cuadrados y lee centro y semiejes. Comprueba que los vértices coinciden.
Para areas y distancias, trabaja con los puntos en cartesianas.

4A.3.9 Interseccion de dos curvas polares

1.
2.

Iguala las r y resuelve para 0 en [0°,360°).
Iguala la primera con la otra representacion de la segunda, f(0) = —g(0 + 180°), y
descarta los puntos repetidos.

. Revisa el polo por separado (r = 0 en cada curva).
. Si hay duda, resuelve el sistema en cartesianas.

4A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Catalogo: cardioide, rosa y lemniscata

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 1.

Para cada una de las curvas siguientes, dé su nombre, las coordenadas polares de

tres de sus puntos y bosqueje su grafica indicando esos puntos: a) r = 2 + 2 cos 0; b)

r=4sen30;c)r’+9cos20 = 0.

Resolucion.

1. a) Nombre: esr = a+ bcos cona = b = 2: cardioide. Con § — —0 no cambia:
simétrica respecto al eje polar.

2. a) Puntos:

0=0":r=4;, 0=90°:r=2; 0=180":r=0; 6=270":r=2.

Tres puntos: (4,0°), (2,90°), (2,270°); ademés pasa por el polo, (0,180°), donde
tiene la punta.
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